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１．はじめに 

ジュールトムソン (JT) 効果は、多孔質壁などを

通して一次側および二次側の圧力を一定に保ちな

がら気体を膨張させると気体の温度が変化する熱

力学的効果である。また、JT効果は、理想気体では

現れず実在気体でのみ現れる効果であるため[1]、JT

逆転曲線はこれまで提案されてきた種々の実在気

体状態方程式の性能評価に用いられ[2, 3]、基礎研究と

して理学的に興味深い。加えて JT効果は、ヘリウム

液化といった工業プロセスにも利用されているた

め、工学的にも重要である。そのような背景から、

筆者は安定なヘリウムの同位体 (4Heおよび 3He) の

JT逆転曲線の精密決定に興味を持っている。筆者は

最近、実在気体を記述する状態方程式として密度ビ

リアル方程式を選択し、これを用いてヘリウムの逆

転曲線の精密決定を試みた[4]。本稿では、得られた
4He の逆転曲線を説明しながら、逆転曲線を決定す

る手段として密度ビリアル方程式を選択すること

の長所と短所について紹介したい。 

２．理論 

 JT係数 μは次式で与えられる[1]。 
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ここに Tは絶対温度、Pは圧力、Hはエンタルピー、

CPは定圧熱容量、Vはモル体積を表す。μ > 0のとき

は膨張にともない気体の温度が低下するのに対し、

μ < 0 のときは膨張にともない気体の温度が上昇す

る。逆転曲線は P-T (圧力－温度) 平面上で μ = 0と

なる点の集合として与えられるので、(1)式より 
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が、逆転曲線を与える条件 (逆転条件) である。 

 今回は実在気体の状態方程式として密度ビリア

ル方程式を選択することとした。 
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ここに、Rは気体定数を表す。B2, B3, ... はそれぞれ

第 2, 第 3, ... ビリアル係数を表し、これらは Tの関

数である。本来密度ビリアル方程式は、実在気体の

理想気体からのずれを密度 (V の逆数) の無限べき

級数で補正するものだが、実用上は、(3)式のように

有限の m までが考慮され、その後で打ち切られる。 

 逆転条件 ((2)式) を密度ビリアル方程式 ((3)式) 

に適用すると次式を得る。 
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これは逆転条件でのモル体積 Vinvを与える式である。

例えば m = 3のときは 
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となる。一般に m ≥ 3の場合には、(4)式から Vinvに

ついての方程式が得られる。この Vinvを(3)式に代入

すれば Pを Tの関数として得ることができる。これ

が逆転曲線を与える式となる。 

 例外は m = 2のときであり、この場合には次式を

得る。 

𝐵2 − 𝑇
𝑑𝐵2

𝑑𝑇
= 0 
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(6)式を満足する Tはひとつだけなので、逆転条件を

満たす点がひとつ得られるだけで、逆転「曲線」を

得ることはできない。(6)式が成り立つ Tでは、例え

ば(5)式から分かるように、Vinv は正の無限大に発散



する。このことは、(6)式が、逆転曲線の圧力ゼロで

の最高温度Tmaxを与える条件であることを示してい

る。言い換えれば、第 2ビリアル係数の温度依存性

が分かれば、ただちに Tmax を求めることができる。

Tmaxの点は、逆転曲線の中で温度が最も高くかつモ

ル体積も最も大きいので、気体の振る舞いが理想気

体のものに最も似ていると考えられる。そのため、

この Tmaxでは、理想気体状態方程式に対する最初の

補正項である第 2ビリアル係数のみで、実在気体の

振る舞いを説明できると解釈できる。 

３．4Heの逆転曲線 
4Heは 1990年代以降、高精度な第一原理計算が行

われてきた。ビリアル係数は実験 (熱力学データま

たは音速データ) と理論 (第一原理計算) の両方か

ら求められる物理量であるが、現在では実験よりも

理論のほうが高精度である。そのためここでは、理

論計算から得られたビリアル係数を利用すること

にした。 

筆者の知る限り、文献[5]が 4He で最も高次 (第 7) 

までビリアル係数を理論的に求めた研究である。た

だしこの文献[5]では、20 K以上の温度領域でのみ計

算が行われていることと、第 6, 第 7 ビリアル係数

が半古典的な取扱いとなっていることに注意が必

要である。前節の理論的取扱いをもとに文献[5]で報

告されているビリアル係数を用いて計算した 4Heの

逆転曲線を、考慮したビリアル係数の最大の次数 m 

((3), (4)式を参照) とともに、図 1にカラーの実線で

示す。20 K より低温側をカバーするため、第 2, 第

3, 第 4 ビリアル係数を報告した別の理論計算の文

献[6-8]も利用することにした。文献[6-8]で報告されて

いるビリアル係数を用いて計算した 4Heの逆転曲線

を、図 1にカラーの破線で示す。同じ mのものを比

較すると、実線と破線の逆転曲線は一致しているこ

とが分かる。また、レファレンスとして、NIST の

REFPROP ソフトウェア[9, 10]から得られた 4He の逆

転曲線を、図 1に黒色の実線で示す。 

まず Tmaxに注目すると、図 1の m = 3 – 7の逆転

曲線はいずれも同じ値 (44.7 K) をとることが判っ

た。これは文献[5, 6, 8]の B2を用いて(6)式で予想され

る Tmaxの値と一致している。4Heの逆転曲線はこれ

まで多数求められていた (例えば文献[9-13]) が、Tmax

の値はばらついていた (46 K[9, 10], 54 K[11], 55 K[12], 43 

K[13])。今回、高精度なビリアル係数[5, 6, 8]を用いたこ 

 

図 1 4Heのジュールトムソン逆転曲線 

 

とで、従来よりも確からしい Tmaxを得ることができ

たと考えている。 

 次に逆転曲線の極大を与える温度 Tpeak に注目す

る。Tpeakは mの増加に伴い、20.0 K (m = 3) → 20.5 

K (m = 4) → 22.4 K (m = 6) → 22.8 K (m = 7) と変化

した。m = 5では Tpeakは具体的には求められなかっ

たが、図 1の逆転曲線から 20 K付近と予想された。

m ≤ 5で Tpeakが 20 K程度、m ≥ 6で Tpeakが 22 – 23 K

程度となっており、Tpeakが mに対していささか不連

続に変化しているのは、文献[5]で第 6, 第 7ビリアル

係数が半古典的な取扱いとなっていることによる

のではないかと予想している[4]。レファレンスの逆

転曲線[9, 10]では Tpeakは 20.9 Kである。以上のことか

ら、本来 Tpeakは mにあまり依存せず、したがって比

較的小さな m であっても確からしい Tpeak を求める

ことができると考えている。 

最後に逆転曲線の極大圧力 Ppeakに注目する。Ppeak

は mの増加に伴い、5.54 MPa (m = 3) → 4.32 MPa (m 

= 4) → 3.78 MPa (m = 6) → 3.75 MPa (m = 7) と単

調に減少した。Ppeakも m = 5では具体的に求められ

なかったが、図 1の逆転曲線から 4.0 MPa付近と予

想された。4Heの逆転曲線の先行研究[9-13]では、Ppeak

は 3.7 – 3.8 MPa程度である。したがって、mが増加

するに従い、Ppeakは単調に減少しながら確からしい

値に近づいていくと考えられる。以上のことから、

比較的小さな m の場合には Ppeakは過大な値となっ

てしまうおそれがあること、大きな m でなければ 

(すなわち高次のビリアル係数が得られていなけれ

ば) 確からしい Ppeak を求めることができないこと、

が結論付けられる。このような m に対する Ppeakの



振る舞いは、アルゴンの逆転曲線にもおいてもすで

に報告されている[14]。 

４．まとめ 

上述した 4Heの逆転曲線決定の試みから、逆転曲

線を決定する手段として密度ビリアル方程式を選

択することの長所と短所は以下のようにまとめら

れる。 

 長所：第 2ビリアル係数の温度依存性さえ得られ

ていれば、精度よく Tmaxを求めることができる。ま

た、比較的低次のビリアル係数さえ得られていれば、

確からしい Tpeakを求めることができる。 

短所：第 2ビリアル係数しか得られていなければ、

逆転「曲線」を得ることができない。また、比較的

低次のビリアル係数しか得られていなければ、確か

らしい Ppeakを求めることができず、これを過大評価

してしまうおそれがある。 
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